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上覆单相弹性层饱和地基上刚性条形 

基础竖向振动的混合边值问题 
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摘  要：根据 Biot 动力控制方程，运用 Fourier 积分变换技术，并按照混合边值条件和连续条件建立了上覆单相弹性层饱和
地基上刚性条形基础竖向振动的对偶积分方程，并将其退化到完全饱和地基的情形。通过引进正交多项式将对偶积分方程化
为线性代数方程组，从而得到了上覆单相弹性层的饱和地基上刚性条形基础的竖向振动规律。通过算例分析得到，单相弹性
层的厚度对动力柔度系数有着较大的影响，在单相弹性层厚度较小时（小于条形基础半宽的 0.1），动力柔度系数曲线与完全
饱和的基本重合；完全饱和地基上刚性基础的竖向振动是上覆弹性层厚度 Hn=0 的特例。 
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Mixed boundary value problem of vertical vibration of a rigid foundation on 
elastic soils with saturated substratum 

 
XU Chang-jie1, SUN Yi-hua2, LI Qing-jin1, CAI Yuan-qiang1 

(1. Institute of Geotechnical Engineering, Zhejiang University, Hangzhou 310027, China; 
2. Hangzhou Civil Architectural Design Institute, Hangzhou 310003, China) 

 

Abstract: Based on the Biot’s dynamic equations, the vertical vibration of a rigid strip foundation resting on partially saturated soil 
subgrade which is composed of a dry elastic layer and a saturated substratum is studied. The analysis relied on the use of Fourier 
integral transform techniques and a pair of dual integral equations governing the vertical vibration of the rigid foundation is listed 
under the consideration of mixed boundary value condition and the continuity condition. The results are reduced to the case for 
saturated half-space. The set of dual integral equations are converted to linear equations by means of infinite series of orthogonal 
functions—the Jacobi polynomials. Consequently, the dynamic compliance Cv for partially saturated soils versus the dimensionless 
frequency b0 is evaluated. Numerical results indicate that: the thickness has great effect on the dynamic coefficient, and as the 
thickness of the elastic stratum is less than the tenth half width of the strip foundation, the curve of the dynamic compliance versus 
the dimensionless frequency basically match together with the saturated half-space; and the saturated half space is the special case of 
the partially saturated soil subgrade(the thickness of the superimposed elastic soil Hn is equal to 0 ). 
Key words: dynamic complicance coefficient; strip rigid foundation; mixed boundary-value condition 
 

1  前 言 

饱和土是由土骨架和充满其中孔隙的水相构
成的二相介质，Biot[1]建立了流体饱和多孔介质波 
动方程（1962 年 Biot 补充了该理论[2]），使得真正
意义地研究饱和地基上基础振动特性成为了可能。
从那以后，众多学者致力于研究饱和多孔介质的动
力问题。Halpern 等[3, 4]应用 Fourier 积分变换技术，

给出了饱和多孔介质弹性半空间在表面作用稳态简
谐牵引力下的解，并探讨了矩形刚性基础的动力响
应。同一时期，Kassir 等[5]也研究了多孔饱和半空
间上条形刚性基础竖向振动的混合边值问题。
Rajapakse 等[6]运用动力 Green 函数方法探讨了层 
状饱和地基上条形刚性基础的动力响应。在实际工
程中，地下水位以下的土可视为饱和土，而地下水位
以上的则视为弹性干土。Philippacopoulos[7]扩展了
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Halpern等的工作，成功的解析求解了上覆单相弹性
层的多孔饱和半空间上刚性圆板的竖向振动。陈胜
立[8]得到了上覆单相弹性层的饱和地基上轴对称圆
板的竖向振动规律。李庆金等[9]采用 Fourier 积分变
换计算得到了饱和地基上刚性条形基础的竖向振动
规律，并退化到弹性半空间进行了对比。 

本文从 Biot 方程出发，采用 Fourier 积分变换
技术，按照层间连续条件和混合边值条件，建立了
一组描述刚性条形基础竖向振动的对偶积分方程，
并利用 Jacobi 正交多项式进一步将其转化为一组线
性方程组，通过求解方程组得到了上覆单相弹性层
的饱和地基上刚性条形基础的竖向振动规律。 

2  基本动力方程 

不考虑土和水的重量，同时认为土是各向同性
的，水是不可压缩的。本文研究的是平面应变问题，
认为基础是无限长条的，基础宽度为 2b。以水平向
为 x 轴，竖直向为 z 轴建立坐标，并把坐标原点置
于地基表面，即地基表面 z =0，如图 1 所示。 

本文基本上采用了力学中常用的常规符号及
习惯表示法。应力的正负号按土力学的习惯，即压
为正，拉为负。  

 
图 1 力学模型与坐标系统 

Fig.1 Description of the model and coordinate system 
   
2.1 平面应变下弹性层的动力方程 

弹性层的波动方程为  
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式中  u , w分别为土骨架的水平和竖直位移； Lx , 

Lz 分别为水平向和竖直向的正应力； L 为土骨架
密度。 

应力和位移的关系为 
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式中  LG 为土的剪切模量； L 为泊松比。 

2.2 平面应变下饱和土半空间的动力方程 
饱和土半空间的基本动力方程为 
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式中 xw ， zw 分别为水相对于土骨架的水平和竖直
位移； x ， z 分别为水平向和竖直向的有效正应
力； fp 为超静孔隙水压力； s ， f 分别为土颗粒
和水的密度；n为土体的孔隙率；  为饱和土的质
量密度， fs)1(  nn  。 

应力和位移方程为 
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其中，G 为土的剪切模量； 为泊松比。 

又有    ff   ; pp zzxx          (5) 

3  动力方程的求解 

在简谐荷载作用下，位移、应力和超静孔隙水
压力可以表示为 
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式中为圆频率。 
Fourier 变换记为 

xxi de 
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联立式(1)、式(2)，并经傅立叶变换可得弹性层
的应力和位移的解： 
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同理，联立式(3)～(5)，并经 Fourier 变换可得
饱和半空间的应力和位移的解： 
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式中 ),( zz   为 z 的 Fourier 变换。
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4  混合边值条件 

采用放松的边界条件，即接触面上无切向应力
（不存在摩擦力），基底和半空间表面底支点间可自
由滑动，这时接触面上只给定了竖向位移，而没有
规定切向位移，并且饱水半空间表面是透水的，则
位移、应力连续条件及边界条件为 
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5  对偶积分方程的建立与求解 

结合式(7)和式(8)，对式（9）分别进行 Fourier
变换，可得到表面竖向位移与应力的关系： 
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根据式(9)，并进行 Fourier 反变换得到： 
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设 )0,~(~ xz 能表达为 Jacobi 多项式组成的级数：  

0 , ~ ,
2
1 ,0~1

~
)0,~(~ 2

02

0 








 




xGA

x
bwx n

n
nz ≤ x~ ≤1 (14) 

利用如下的关系式： 

)~(
2

~d~~cos~ ,
2
1 ,0~1

1
2

21 

0 2
 nn JxxxG

x











  

式中 ); ; ,(),,( 12 xnnFxGn   。 

≤ 

≤ ≤ 

107 



岩    土    力    学                                      2005 年 

对式（14）进行 Fourier 变换： 

0  , )~(~)0,~(~
2

0

2
0  n

n
nz JAbw 





  ≤ x~ ≤1   (15) 

则式（14）每一项均自动满足。把式（15）代入式
（13），得到： 

 1~d)~~cos()~()~(
~

2
 

0 
0





 xJfA n

n
n     (16) 

又有 )~ ,
2
1 ,0()~(~~cos 2

0
2 xGJx k

k
k  




  

代入式（16）得到： 

1~,
2
1,0 2

0 0
2, 2 














 








xGCA k

k n
knn        (17) 

式中  
~

d)
~

()
~

()
~

(
~

22
 

0 2, 2 knkn JJfC 


 。 

令式（17）中同阶的 Jacobi 多项式的系数为零， 

注意到 k=0 时， 





 2

0
~,

2
1,0 xG =1。并取式(15)中级数 

的前（n＋1）项计算，式（17）可转化为一组线性
代数方程组，通过求解方程组可得到 nAAA  , ,  , 10  ，
则可由下述方法求出基础底面反力的合力 R。 

000
2

0
 

 
~d)0,( bAwGAbwGxxR

b

b z    。 

现定义[10]：  0
v

1 w
C

GR               (18) 

则饱和地基的动力柔度系数 vC 可记为 

0
v

1
bA

C   

记 v1 ReCf  ， v2 ImCf  ，则可由动力柔度系 

数求得基础的刚度为 2
2

2
1

1

ff
fK


 ，阻尼为 C  

0
2

2
2

1

2

)( bff
f


 ， 0b 为无量纲频率，
G

bb 0 。 

在上述推导过程中，令 Hn=0，则问题转变为研
究饱和半空间上刚性条形基础的竖向振动。 

6  算 例 
算例中地基的物理力学参数为：对于单相弹性

层, LG =35 MPa， L =0.45, L =17.23 kN/m3；饱和半
空间，n=0.35，G =35 MPa， dk =10-5 m/s， f =      
10.0 kN/m3， s =26.5 kN/m3， =0.25。条形刚性基
础的半宽为 2 m，通过计算得到了不同弹性层的情
况下饱和地基上刚性条形基础竖向振动的动力柔度
系数 vC 随 b0的变化曲线（图 2）。 

从图中可以看出，在给定的参数下，弹性层的
厚度对动力柔度系数有着较显著的影响，在无量纲
频率较小时，动力柔度系数受无量纲频率的影响较
大，在较大的情况下，曲线趋于平缓，受无量纲频
率的影响很小。当 Hn=0 m 时，就退化为完全饱和

半空间的情况，与文献[9]的结果一致。且有，当
Hn=0.2 m（Hn /b = 0.1）时，动力柔度系数曲线与完
全饱和半空间（Hn = 0）的值基本重合。 

7  结 语 

本文从 Biot 动力方程出发，应用 Fourier 积分
变换，通过解对偶积分方程得到了上覆单相弹性层 

 

 
图 2 不同的单相弹性层厚度时的动力柔度系数 Cv 

Fig.2 The dynamic compliance coefficients Cv versus 
dimensionless frequency b0  

的饱和地基上条形刚性基础的竖向振动，考察了不
同的弹性层厚度对动力柔度系数的影响。分析表 
明，完全饱和地基上刚性条形基础的竖向振动即为
本文中单相弹性层厚度为 0 时的特殊情形；在给定
的算例参数下，当弹性层厚度小于条形基础半宽的
0.1 时，可忽略上覆弹性层对竖向振动影响，作为完
全饱和地基进行处理。 
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